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ПРО ДЕЯКІ КВАНТОВІ РОЗПОДІЛИ 
Ю. І. Волков,  Н. М. Войналович 
В статті розглядаються дискретні квантові розподіли (q-біноміальний, q-від’ємний 
біноміальний, q-пуассонівський). Отримано формули для моментів цих розподілів. 
 
The discrete quantum distributions (q-binomial distribution, negative q-binomial distribution, 
q-poisson distribution) are considered in this aticle. We obtain the formulas for a moments this 
distributions. 
 
Будемо використовувати позначення й основні факти квантового числення 
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  , звідси 
























 , що рівносильне (1). 
Лема 2.  
0 ,10 ,0 ,1
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Через те, що )())(()( 1cqtqctctct kkq
  , при t=0 i c=-x 
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Взявши в останній  сумі t=0, і,  врахувавши, що 2)1(/1 )1()(




 , тримаємо (3). 
Вирази під знаками сум в формулах (1), (2), (3) невід’ємні, отже, можуть 
служити для побудови розподілів випадкових величин. 
Означення 1. Будемо говорити, що випадкова величина ξ має q-
біноміальний розподіл з параметрами n i x, якщо  
















  . 
Цей факт записуватимемо так: ),( xnBq . 
Означення 2. Будемо говорити, що випадкова величина ξ має від’ємний q-
біноміальний розподіл з параметрами n i x, якщо  
,2,1,0 ,10 ,0,































Цей факт записуватимемо так: ),( xnNBq . 
Означення 3. Будемо говорити, що випадкова величина ξ має q-пуас-
сонівський розподіл з параметром x, якщо  
,2,1,0 ,1 ,0 ),(
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Цей факт записуватимемо так: )(xPq . 























)][])([1()1( 11 xnkxqqxx knk    , а звідси випливає (4). 









































































































































































, а звідси випливає (5). 






      (6) 
Доведення. 











  , 
а звідси випливає (6). 
Нехай RaNm  , . Позначимо через )(asm математичне сподівання 
випадкової величини ξ, тобто, mm aas )E()(   . Тоді mms )0(  це початкові 
моменти m-того порядку, а mms  )( 1  це центральні моменти m-того порядку. 
Теорема. Якщо ),( xnBq , то 
axnasasasaxnasxxas mmqm  ][)( ,1)( ),()]([)(D)1()( 101 .  (7) 
Якщо ),( xnNBq , то 
axnasasasaxnasqxxas mmqm  ][)( ,1)(),()]([)(D)1/()( 10/11 . (8) 
Якщо )(xPq , то 
axasasasaxasxas mmqm  )( ,1)(),()()(D)( 101 .   (9) 
Доведення. Нехай функція f(x)визначена на множині значень випадкової 
величини ξ. Тоді для ),( xnBq  в силу леми 4  












































)(E)][()()E((  fxnafa  . 
Звідси )(E)]([)(ED)1()()E((  faxnfxxfa q  . 
В цьому співвідношенні замість f(x) візьмемо max )(  , отримаємо (7).  




























































































)(E)][()()E((  fxnafa  . 
Звідси  )(E)]([)(ED)1(
)(





В цьому співвідношенні замість f(x) візьмемо max )(  , отримаємо (8). 














































Звідси )(E)()(ED)()E((  faxfxfa q  . 
В цьому співвідношенні замість f(x) візьмемо max )(  , отримаємо (9). 
Наслідок 1. Якщо ),( xnBq , то 
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2 )1]]([[][ xnnxn  , )1(][2 xxn  , 
32
3 ])2[]]([)[1]([])2[1]()[1]([][ xnnnxnnxn  , 





















Якщо в цих формулах взяти q=1, то отримаємо відомі формули для 
моментів звичайного біноміального розподілу ([1], p.110). 
),1(,1( 22 xnxnxxnx    
),21)(1(,)2)(1(331( 3
2
3 xxnxxnnnxxnx    
))3)(2)(1()2)(1(6)1(71( 324 xnnnxnnxnnx  , 
)33661)(1( 224 nxnxxxxnx  . 
Наслідок 2. Якщо ),( xnNBq , то 
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2 )/1]]([[][ xqnnxn  , )/1(][2 qxxn  , 
33222
3 ])2[]]([)[1]([])2[]()[1]([][ xqqnnqnxqqnqnxn
   




































































Якщо в цих формулах взяти q=1, то отримаємо відомі формули для 
моментів звичайного від’ємного біноміального розподілу ([1], p.316). 
)1(),1( 22 xnxnxxnx   , 
)21)(1(),)2)(1()1(31( 3
2
3 xxnxxnnxnnx   , 
32
4 )3)(2)(1()2)(1(6)1(71( xnnnxnnxnnx  , 
)661)(1()1(3 22224 xxxnxxxn  . 
Наслідок 3. Якщо )(xPq , то 
2
2 )()( axxas  , 
3223


























2 xx  , x2 , 
32
3 ])2[1( xxx  , )]2[21(3 xxx  , 




4 ])3[]2[1(]2])[2[1(1( xxxx  , 
322





















Якщо в цих формулах взяти q=1, то отримаємо відомі формули для 
моментів звичайного від’ємного біноміального розподілу ([1], p. 163): 
2
2 xx  , x2 , 
32
3 3 xxx  , x3 , 
432
4 67 xxxx  , 
2
4 3xx  , 
,102515 54325 xxxxx   
2
5 10xx  . 
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